Le jeu des tours de Hanoi.

Compte rendu d’une séance de recherche en 1°° S

Delphine THEREZ

Le jeu des tours de Hanoi

On dispose de trois piquets avec socle, numérotés 1, 2 et 3, et de n disques troués qui sont deux
a deux de tailles différentes.

Au départ, les n disques sont empilés par ordre croissant de taille sur le piquet n°1.

Le but du jeu est de déplacer ces n disques du piquet n°1 sur le piquet n°3, en respectant les
régles suivantes :

- On ne déplace qu’un seul disque a la fois et le disque déplacé doit étre sur I'un des deux autres
piquets; c’est ce que I'on appelle un déplacement.

- Un disque ne doit jamais étre placé au-dessus d’un disque plus petit que lui.

1) Déterminer le nombre minimal de déplacements nécessaires pour résoudre le probleme en
fonction de n (le nombre de disques).

2) On suppose gu'’il faut 5 secondes pour déplacer un disque, combien de temps le jeu durera-t-
il avec trente disques en travaillant jour et nuit ?

J’ai demandé aux éleves de décrire tous les raisonnements et idées qui leur venaient pendant la
recherche du probléme.




Modalités de mise en ceuvre :

ere

Le probléeme a été cherché par une classe de 17 S du lycée Frédéric Fays de Villeurbanne,
constituée le jour de la recherche de 27 éleves .La séance a eu lieu pendant deux heures de

cours consécutives.

Les éleves se sont groupés librement par 2, 3 ou 4. Les énoncés ont été distribués pendant la
mise en place des groupes. Puis des jeux des tours de Hanoi prétés par la régionale de I’APMEP
ont circulé entre les groupes.

Les comptes-rendus de recherche des groupes ont été ramassés en fin des deux heures.

Place du probléme dans la progression :

Ce probléme a été proposé juste avant le chapitre sur les suites. La résolution du probléme avec
les notations des suites a été faite tout au long du chapitre dont voici le plan :

I. Qu’est-ce qu’une suite ?
1. Définition
[llustration des notations : on note d,, le nombre de déplacements minimum lorsque la tour est

constituée de n disques.Onadg=0;d;=1;d,=3;d3=7 (explication des résultats a I’'aide du
jeu)
2. Comment définir une suite ?

lllustration de la définition par relation de récurrence : explication a 'aide de la tour de la
relation dps1 = 2d, + 1
3. Représentation graphique d’une suite

[llustration des différents types de représentation a I'aide de d, : d, en fonction de n dans un
repere orthonormé puis comment représenter les termes d, sur I’axe des abscisses a I'aide des
droites d’équationy =2x+ l ety =x.

Il. Variations et convergence d’une suite

[llustration des notions a I’'aide de cet exemple (simples conjectures)

I1l. Suites arithmétiques et géométriques

Obtention de la formule en fonction de n a I'aide d’une suite intermédiaire (U, = d, + 1) et des
formules sur les suites géométriques (d,=2"-1).



La proposition de recherche est aussi I’occasion de rompre avec le contrat habituel. J’ai insisté
pendant la séance sur le fait que ce qui m’importait le plus était de voir comment ils avaient
appréhendé le probléme et raisonné et non la résolution effective du probléme.
Je me suis de plus efforcée de laisser les groupes chercher en toute autonomie.

Déroulement des recherches

J’ai commencé par sonder chaque éléve rapidement, avaient-ils déja entendu parler de ce jeu,
ou jouer avec ? Deux éleves y avaient déja joué sur internet, deux éléves en avaient entendu
parler et un avait déja rencontré le probleme avec son professeur de mathématiques de
seconde mais apparemment pas de maniére approfondie. Cela n’a pas eu d’incidences sur la
recherche des éleves : Certains sont allés un peu plus vite dans la résolution du probléeme de la
tour mais ils devaient convaincre ensuite les autres membres de leur groupe.

Il n’y avait pas assez de jeux manipulables pour tous les groupes. Les groupes qui ont commencé
sans jeu ont eu beaucoup de mal a comprendre et appréhender le probléme. Au bout d’une
dizaine de minutes, j’ai fait tourner les jeux en demandant a ceux qui ne les avaient plus de
commencer a écrire leurs premiéres impressions face au probleme. Un seul groupe a vraiment
commencé a rédiger ses premieres constations. Sans le jeu, Les autres semblaient bloqués.

Un seul groupe a résolu ce probleme en construisant un jeu en papier (7 quadrilatéres de tailles
différentes vite découpés puis numérotés).
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Les questions ne semblent pas vraiment avoir été lues dans un premier temps. Les éléves se
concentrés surtout sur le jeu : comment transférer la tour du piquet n°1 sur le piquet n°3.

s
Sur les huit groupes, quatre n’ont plus eu besoin des jeux au bout d’une heure (parmi ceux la,
un groupe a voulu tester ses conjectures une derniere fois).

Au bout d’'une demi-heure, tous les éléeves semblaient comprendre comment déplacer la tour,
mais beaucoup semblaient loin de la recherche du nombre de déplacements pour n pieces.




Descriptions de quelques recherches et résultats des éléeves :

e S50ub?:

Entre le dessin de I’énoncé et les jeux manipulables, le nombre de disques était
différent. Certains groupes se sont bloqués sur cette différence, et ont eu du mal a
généraliser. lls ont occulté la question avec n. J’ai entendu ainsi un groupe m’interpeller
en me disant : "Nous avons trouvé, la réponse est 71.". J’ai également été surprise que
peu de groupes simplifient le probléeme en réduisant le nombre de disques dans leur
premiere phase de recherche.
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¢ La proportionnalité :

Certains groupes ayant trouvé le nombre minimal de déplacements pour 6 disques, ont
multiplié par 5 leurs résultats pour répondre a la 2°me guestion. Aussi, un groupe m’a
appelé pour me dire qu’ils avaient trouvé la réponse a la question 2 : "on sait que pour 6
disques, il faut 97 déplacements" (ce qui par ailleurs est faux) "donc pour trente disques,
il faudra 97*5 = 485 déplacements." Pour que le groupe n’aréte pas sa recherche a ce
niveau la, je leur ai demandé, quel était alors le résultat pour 3 disques. Leur
raisonnement précédent leur a fait trouver 48,5 donc I’hypothése de proportionnalité a
été rejetée.




¢ Comment compter?

Dans un premier temps beaucoup comptaient le nombre de déplacements a I'oral : un
manipule le jeu et un autre compte, ce qui est peu fiable quand celui qui manipule a
parfois des hésitations. Puis, certains groupes ont fabriqué des codes pour conserver une
trace écrite des mouvements. J'ai d’ailleurs constaté que le méme type de codage a été
adopté dans plusieurs groupes sans qu’il y ait eu de copiage entre eux.

lllustration 1 (les codages 1...)




lllustration 2 (les codages 2...: dans un autre groupe)




Piguet final :

Quelques groupes ont réfléchi a la maniere de commencer les déplacements : suivant la
parité du nombre de disques, la piece la plus petite doit étre déposée sur le piquet B ou

C pour obtenir la tour finale sur le piquet C. (une autre question que celle qui leur était
posée)
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Vrai minimum ?

Un seul groupe s’est inquiété de ne pas savoir démontrer que leur stratégie (la bonne en
I’occurrence) pour les déplacements était bien la plus optimale. Comment étre slr que
les nombres qu’ils avaient obtenus étaient les bons ?

Courbe :

Deux groupes_ont pensé a représenter graphiquement les résultats (mais ils n’ont pas
cherché davantage si cela correspondait ou non a une fonction connue), un des deux
s’est méme efforcé de faire une représentation a I’'aide de la calculatrice.




e Récurrence:

Trois des groupes ont trouvé la formule de récurrence attendue. Leur raisonnement
pour deux d’entre eux s’est surtout basé sur les résultats chiffrés du nombre de
déplacements qu’ils avaient obtenus pour n variant de 1 a 6
on pouvait passer d’un nombre a un autre. Un éleve m’a expliqué : "L’écart entre chaque
nombre est a chaque fois multiplié par 2." Un seul groupe semble avoir trouvé la formule

a partir du jeu méme (j’ai eu beaucoup de mal a faire rédiger ce groupe (n°1)).
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Groupe 2
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Groupe 3

4/&@ c_a}z:fz’ﬁ Aewe L ol 'Qé-;/:}c’  Loaces d@;’ <z Vec ore (o 22T
,4‘@.@ (:%/’_rgau P’ ucz}//%écé_//ﬂ exrle .;,:yM = %/?/’%ém(cé/ﬁ)
_ phdeze | Bl o A / T ﬁ/ﬂéz’%a( ;
V,ﬁ,,,véqc_,%%/ ,1147 crrer (o [rers 455 J?W = nwzg
ersar 4@:@5@& Y el 7@0e<vefmaé == = |
/o%w /‘Zaﬁzéﬂ A@/W-A /a@weﬂ crer /é?mfé@ pzé;rj?zaz,ﬂ
e avens encee! wne ©rs Alzesd; ﬁa/zdc:;} /@Zﬁ

en L7 ncuitieme nlZ
(ﬁ/ﬂawf e & B CQ/'?.:"M Fre s m:mé@ ale |
/?7:@,4&-(2&»{/7@ /22/2 /u:iﬁ;@rz“ Gecs s boe e | o &;J?z,w{x‘._

S @w’f& é}(;,a,m.,z @j/é (é/f/@rf@ﬂ/xmédé
7,,,,_7,,,,,,;3,, e e ] R e SRS (S et | '
L\‘—Sl‘%v%

=

. ___Cx?_ L%/Q/éz" e

Aceed erlimnonsd ?«@f 7 | denl e f?méf@ A

EY g2 Lo _/z,e/fgi L o srectemon 5

— fﬂfuz’&(/ﬂ?&ﬁé e e rn /w; /M%cfyem@af = S

fﬁw 775 &c’éaﬁ;t‘_wa ,,,,,,, dé @”M{/@/ A@JT:LZ'(%&’/ c“@/fénu
pf ote  Sb. W?fﬂﬁnﬁ? | —

/fmﬁy e pomdan émw recz W&QM < s /z’» G

L (e o€ Nz gamreie ﬁgmﬁw/ﬂ%f(,{g, rresa e;a/aé%zd
6%1‘6 igmawgmazn j/azm 5 K&‘fya% ‘éf' a /&céé&f/é,{

cle 2 rrmmmreerent] (oo U7 mmvemeﬂf nlcesczires

R & ;Zf_%)écéﬁ ’
et

m\“ﬁu\

, Z/ﬂ -
m— e 23 —_ 3‘7

%‘,ﬁ aione égv/a@ wune Hiesre ,um/;&,c (/«cjzg/%’ézé <@

il

16‘_0&/@74 el < ggﬁnﬁ

veor'? | e. ccoc S 2 \

11




fmd 74’ C‘é.j‘?z,,,c; _ 7 (;{g%yé;‘ce/b@ﬂf " \r: - _H
' gueeens/ = cleScpiees 3 2k //fb/aé@/?"éﬂ é
ymnaf :3 cﬁ’é_('/c,vﬁf—é"ﬁ 75&/&5‘%«@9@
7 f?ceach 4 e 5’?&44 s oda//'/& el
- :gca:z,qgl 55&’_1‘?@@@ - S dc,/«*@/.ewffog 5 i, S B
yu@mc/ é AeSgeees c3" f(gﬁ/@ e nls.

-u\_-\;

ﬂ/&ge zrz,/ é: /2&—'3/?-:;554& e ﬁ/@(@mm@_:
d M@MW ggz Qz {guhcfé;c.lf@f; 9«4;2_

o | 5
% / ﬂ:&SQm . /’? :1-4; sguee s Z j/

e zfg’“2+/f :

4y = (g x 2t A LA

oy = [y x Tt )L+ ) <2 +/()

Ay, = ///fésx2*4/x7+4/x2+4)xﬂ'*/\)
A, = |

AL A O3 FGT T2

i
et T P3Pyt BI3 xS= 5 368 709 15
SYF AT 775 e 360bTT 20 GL A3 a@w :

12



En fonctionden:

Un seul groupe a essayé d’obtenir une formule en fonction de n. lls ont assez vite
abandonné la recherche d’une formule générale pour se concentrer sur le cas des trente
disques. Comme ils ne souhaitaient pas chercher dans un premier temps par calcul
itératif (ils avaient trouvé la relation de récurrence) ils ont cherché a exprimer dso en
fonction de d;. lls se sont arrétés a dsg en fonction de d,;. lls ont traduit leur recherche
pour obtenir ds; puis d4 en fonction de dg (ils ont introduit do de fagon naturelle et ont
vérifié que la valeur O correspondait a la situation étudiée et a leur formule). Ils ont fini
par calculer ds a I'aide de la touche Ans (Rep) de leur calculatrice.
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Conclusion

La majorité s’est bien pliée au jeu de la recherche, trouvant que les deux heures étaient vite
passées. Certains éleves plus en difficulté pour la mise en forme auraient peut-étre eu besoin
d’'une demi-heure de plus. Pour ceux-la, je ne suis pas slre que l'activité ait facilité
I'introduction des suites numériques. Pour les groupes qui ont trouvé la relation de récurrence,
les notations ont été plus facilement acquises.

Pour tous néanmoins, le rappel de cet exemple tout au long du cours a été un bon support.
Cependant, ce n’était pas le seul objectif visé par cette séquence :

- chaque résultat a pu étre mis en valeur car contrairement aux résolutions d’exercices
habituels, ce qui importait était la réflexion autour d’un probléeme et pas uniquement sa
résolution. Les éleves étaient alors incités a prendre des initiatives, ils ont ainsi développé leur
autonomie en phase de recherche.

- la rédaction de leurs idées était aussi un point important. Décrire sa démarche, exprimer ses
idées de recherche était un exercice formateur et différent de ce que je leur demande le reste
de I'année.
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